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Развитие классических и формирование новых разделов механики требует модификации и совершен­
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которые направления развития механико-математических моделей для описания механического со­
стояния и поведения различных классов сред, перспективы использования математического аппарата 
интегро-дифференцирования дробного порядка в механике, представлены сопряженные задачи биоме­
ханики и биофизики, математические модели деформирования материалов с учетом сложной внут­
ренней структуры.
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Введение. В настоящее время активно развива­
ются новые направления современной механики и 
модифицируются «привычные» классические раз­
делы. Вследствие этого требуется развитие и пост­
роение новых математических моделей, используе­
мых для описания механического состояния и 
поведения исследуемых объектов, с целью более 
адекватного отражения особенностей их поведения, 
учета большего количества определяющих факто­
ров, изучения сложных комплексных («сопряжен­
ных») взаимовлияющих процессов, происходящих 
в среде. Сегодня при построении механико-матема- 
тических моделей во многих случаях требуется обя­
зательный учет внутренней структуры среды/мате­
риалов. В данном контексте следует выделить такие 
направления, как создание новых материалов с за­
данными свойствами, причем как на макро-, так и 
микро- и наноуровне, исследование свойств и по­
ведения биоматериалов и наноструктур. Актуаль­
ным является построение моделей, описывающих 
напряженно-деформированное состояние в средах, 
которые «не укладываются в рамки» хорошо извес­
тных и развитых «стандартных» моделей различных 
разделов механики сплошных и дискретных сред.
Для построения математических моделей де­
формирования материалов с учетом (м икрострук­
туры и новых материалов имеются различные под­
ходы. Так, один из возможных подходов состоит в 
представлении физических законов в дискретном 
виде, их разложении в ряды Тейлора с учетом ве­
личин до некоторого порядка по характерному раз­
меру (микро)структуры.
В настоящее время в большинстве случаев при 
решении задач из различных разделов и областей 
механики используются модели, в которых объект 
рассматривается в приближении (квази)сплош - 
ной непрерывной средой, что подразумевает вы­
полнение определенным образом усреднения по 
пространству свойств среды и параметров дефор­
мирования. В таких моделях учет наличия струк­
турных неоднородностей и особенностей поведе­
ния разного масштабного уровня выполняется 
специальными методами и подходами, например 
введением специальных непрерывных функций. 
Естественно, что введение таких функций явля­
ется достаточно условным, так как приведенные 
(эффективные, интегральные и т. п.) характерис­







свойств среды или характера ее поведения могут 
существенно отличаться от соответствующих ре­
альных значений.
В то же время очевидно, что при деформирова­
нии объектов сложного внутреннего строения /  за­
кона поведения существенную роль играют локаль­
ные деформации, обусловленные относительными 
перемещениями и деформациями его структурных 
составляющих.
Так, например, использование классических 
моделей деформирования упругих тел в биомеха­
нике без учета внутренней структуры материалов 
не позволяет в принципе получать достоверных 
результатов и резко сужает область решаемых за­
дач. При этом достичь повышения «точности ре­
зультатов» путем «уточнения численных алгорит­
мов реш ения задач» практически не удается. В 
этом случае для получения результатов, соответ­
ствующих поведению реальных объектов, необхо­
димо изменить собственно математическую мо­
дель, используемую  для оп исан ия поведения 
изучаемого объекта.
В работе рассмотрены некоторые возможные 
пути развития механико-математических моделей 
для адекватного и достоверного описания меха­
нического состояния и поведения различны х 
классов сред.
О перспективах использования интегро-диффе- 
ренциалыюго исчисления дробного порядка в меха­
нике. В настоящее время при изучении широкого 
круга явлений и процессов из различных областей 
и разделов науки и техники все более активно ис­
пользуются модели, включающие в качестве опре­
деляющих уравнения, базирующиеся на дробных 
соотношениях между основными масштабными 
параметрами исследуемых объектов [1,2].
Так, например, наличие в определяющих соот­
ношениях производной дробного порядка по коор­
динате позволяет учесть фрактальность неоднород­
ной среды, что представляется сущ ественным 
моментом при рассмотрении физических процессов 
в такой среде (см., например, [3—6]). Дифференци­
альные уравнения с производными дробного поряд­
ка по времени активно используются при построе­
нии математических моделей для интерпретации 
стохастических процессов немарковского типа или 
процессов с памятью (свойство эредитарности) [7].
В соответствии с основными характерными 
свойствами аппарата интегро-дифференцирования 
дробного порядка весьма перспективным представ­
ляется использования теории дробного исчисления 
при исследовании механических процессов и яв­
лений в природных и искусственных неоднород­
ных структурах (сплавы, полимеры, геологические 
слои), биоматериалах и наноматериалах.
Далее приведены примеры, демонстрирующие 
потенциальные возможности и эффективность ис­
пользования дифференцирования дробного поряд­
ка в механике.
Исследование процессов ползучести и релак­
сации в неоднородных структурах. К ак известно, 
в общем случае процессы  ползучести и релак­
сации для реальных неоднородных сред являю т­
ся нелинейны ми как в пространстве, так и во 
времени. Поэтому, использование производных 
дробного порядка в уравнениях состояния вяз­
коупругих сред позволяет отобразить и учесть 
как неоднородную  структуру вязкого и упруго­
го элементов, так и неоднородность механичес­
ких процессов по времени.
Очевидно, что особый интерес представляют 
модели с ядрами дробного порядка дифференци­
рования, являющиеся обобщением «классических» 
вязкоупругих моделей.
Так, дробная модель Кельвина , построенная 
как развитие классической модели вязкоупруго­
сти К ельви н а-Ф ой гта [8] при использовании  
производной дробного порядка, имеет вид [9]: 
a(t)=^\0Dfe(t )+E^(t) . ( 1)
П оказатель р в (1) удовлетворяет условиям 
0< р <1. В этом случае функции релаксации G(t) 
нелинейно зависит от времени /“(типа Г “).
В дробной модели Кельвина-Ф ойгта, в случае 
известных коэффициенте вязкости г| и модуле уп­
ругости Е0, функции ползучести J(t) и релаксации 
G(t) определяются следующим образом [9]:
т = ± г + Ё [ - ) , с ( о = £ „ + ^ - - р ^ г - ,
Е0 1л J г  Г (2 -р )
где Ё = Ер ■ Е$~\ а — функция М иттаг-Леффле- 
Ра [1, 2].
Как известно, помимо моделей типа Кельви­
на, к  наиболее «популярным» классическим рео­
логическим моделям относятся и модели М акс­
велла. Дробная модель вязкоупругости Максвелла, 
построения с использованием дробного операто­
ра Римана-Лиувилля порядка а  и базирующаяся 
на классической модели М аксвелла, может быть 
записана в таком виде [10]:
о (0  = Ех^Л,1<е(0 , (2)
где модуль упругости Е  и параметр вязкости г 
св язан ы  ф у н кц и ей  р ел ак сац и и  н ап р яж ен и й
Е  ( х Y
G(t) = — ------  — (7(0, здесь вязкость ri =  Ex.
r ( l - a ) U  )
Формальное обобщение уравнения Максвелла, 
определяющего состояние вязкоупругой среды, на 
дробно-дифференциальный вид осуществляется 
путем использования дробных операторов поряд­
ков а, р [10]:
ст(/)+т0рД*,а (/)  = £’т “ Д“ е(О, 0 < а ,р < 1 . (3)
Дробный аналог стандартной линейной модели 








С,(1 +т Ш  = (1 + т “ Д“ )о (/),
Л _а_Л<7,
g0+ g2 g„ + g2’
(4)
где G(t) — функция релаксации и 0< а  <1.
Трехпараметрическая модель Зенера (Zener) яв­
ляется объединением двух классических моделей: 
Максвелла и Кельвина-Фойгта [12]. Модифициро­
ванная с помощью производных дробного поряд­
ка Римана-Лиувилля «целочисленная» модель Зе­
нера записывается так [3]:
a (t)+a0D^a (t ) = Ee(t) + El0D?z(t),
0<а,[3  <1, £’ >0. ( )
Реологическая модель для решения динамических 
задач вязкоупругости, построенная на основе дроб­
ных моделей Кельвина-Фойгта и Максвелла, име­
ет следующий вид [13]:
N.
(6)= e ( 0 + 2 > f*A,ue,
к=\ к=\
где a k = jf~  ПРИ к = Щ  и (3t = —  при к = 1 ,N e. 
о Л^е
С интересны ми примерами использования 
дробных моделей Кельвина-Ф ойгта и М аксвелла 
при построении систем разрешающих уравнений 
для описания сложных прикладных процессов и 
явлений можно познакомиться в работах [14—17].
Имеется ряд работ, в которых изложены резуль­
таты выполнения прикладных исследований с ис­
пользованием в моделях поведения среды произ­
водных дробного порядка, по изучению поведения 
таких гетерогенных сред, как породные геологичес­
кие слои [4], металлы и стекла [5], полимеры [6].
Так, например, в [5] показано, что закон, уста­
навливающий взаимосвязь между компонентами 
напряженного и деформированного состояний для 
некоторых видов сплавов металлов, может быть 
принят в таком виде:
/ ч . . .  . dae па(* )+ а—  = Ь0г ( О + ь<— , 0 < а  <1. (7)
Здесь параметры а, Ь0, Ьх зависят от свойств ис­
следуемых материалов. Модель Капуто-Майнарди 
(Caputo-Mainardi) (7) сводится к классическому за­
кону вязкоупругости при а =  0, Ь0 = ц, b{ = Е, а  =  1.
В работе [6] показано, что закон, описывающий 
связь напряженного и деформированного состоя­
ний для большого класса полимеров, удобно ис­
пользовать в таком представлении:
*(t)=\is ^ + [ ^ ( \ L 0-\Ls) nk T  j  />“ е(0, а  =0,5.
Здесь к — постоянная Больцмана, Т  — абсолютная 
температура.
Следует отметить, что наряду с первыми иссле­
дованиями западных ученых в направлении изуче­
ния возможностей использования теории дробно­
го и нтегро-диф ф ерен ц ирован и я к проблемам 
механики сплошных сред, в тоже время были опуб­
ликованы и фундаментальные результаты поданной
тематике и представителями советских научных 
ш кол: Ю .Н. Работновы м, Т.Д. Ш ермергором, 
С.И. Мешковым, Ю.А. Россихиным, В.М. Зелене- 
вым, B.JI. Гонсовским и др. [18—20].
Так, Ю.Н. Работнов построил класс дробно- 
экспотенциальных функций с интегральной осо­
бенностью в начальный момент времени (слабо­
сингулярные функции) и показал эффективность 
использования функций такого вида в качестве 
ядер интегральных операторов в наследственной 
теории упругости [18]. Такое направление в пост­
роении моделей поведения вязкоупругих сред 
представляется достаточно эффективным.
В работе [21] опубликованы результаты срав­
нения экспериментальных данных, полученных 
при тестировании поведения образцов, изготов­
ленных из бутадиен-стирольного каучука (I) и 
полипропиленового пластика (II), с численны­
ми результатами, полученными при использова­
нии дробной модели Зенера (FD M ) (5), восьми­
элем ен тн о й  об общ ен н ой  модели М аксвелла 
(G M ) (3) и обобщ енной модели Кельвина-Ф ой- 
гта (GV) (1), на основе дробных производных 
Римана-Лиувилля. Адекватность использования 
моделей, построенных на основе математическо­
го аппарата дробного интегро-дифференцирова- 
ния при исследовании основных характеристик 
рассматриваемого материала показана на рисун­
ке 1 (адаптирован из [21]), где кривые упругого 
гистерезиса, полученные экспериментально и на 
основе численного моделирования очень хоро­
шо коррелируют.
Определение физико-механических характерис­
тик гетерогенных материалов. Гетерогенные струк­
туры в общем случае обладают свойствами ярко вы­
раженной неоднородности и изменчивости как по 
координатам, так и во времени, поэтому их физи­
ко-механические свойства в общем случае доста­
точно сложно описать формулами классической 
механики. Отсюда представляется весьма перспек­
тивным, особенно для материалов и структур с рез­
ко изменяющимися свойствами в пространстве и 
со временем, при построении математических за­
висимостей, описывающих их состояние, исполь­
зовать аппарат дробного диф ф еренцирования. 
Данное направление исследований развивается до­
статочно активно [21].
Например, для материалов, поведение кото­
рых можно описать вязкоупругой моделью Фойг- 
та, коэффициенты Ламе А,, ц являются функция­
ми врем ени  и могут бы ть представлены  как 
X(t) = \  + \ d / d t u  ц(/) = ц0 + |х,Э/Э/, где А.,, ц0, ц, — 
соответственно коэффициенты объемного сжа­
тия, объемной ползучести, упругий модуль сдви­
га и модуль сдвига ползучести.
Очевидно, что для многих материалов исполь­
зование упомянутой пары модулей сдвига (ц0, ц.) для 
описания наблюдаемого в действительности их по­
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Рисунок 1 — Адекватность использования моделей, построенных на основе математического аппарата дробного 
интегро-аифференцирования: а — кривая гистерезиса образцов I вида при 0,01 Гц, 1,00 Гц, 20,00 Гц; 6 — кривая гистерезиса
образцов II вида при 0,01 Гц, 1,00 Гц, 20,00 Гц
проявляется, например, при изучении динамичес­
ких процессов в материалах при воздействии нагруз­
ки дискретного, импульсного или периодического 
вида [22]. Для более адекватного описания реального 
поведения материала необходимо вводить более 
сложные, чем простейшая модель Фойгта, модели. 
Альтернативой введения дополнительных характе­
ристик и усложнения модели для описания поведе­
ния материалов является введение характеристики 
цо и константы а  таких, что коэффициент ц может 
быть представлен следующим образом:
ц(?) = Ц0 + Д а ^ г .  ° < «  ^1- (8)
Уравнение (8) можно рассматривать как модель 
Фойгта дробного порядка для а  < 1.
В работе [23] предложены математические вы­
ражения для определения реологических свойств 
наноструктурированных систем. Ф ормулы для 
функции релаксации напряжений представляют­
ся следующим образом:
G(p,t) = R(p,t) + G \p ,t) ,  (9)
G(p,t) = - —exp + G '(p,t). ( 10)
Здесь отклик t вязкоупругой системы зависит от 
степени давленияр  (0 < р < 1) и, следовательно, модуль 
релаксации напряжений при сдвиге G (p,t) зависит 
от значений / и р  и равен сумме ядра релаксации
R(p,t ) и равновесного модуля сдвига G '(p,t). Жест­
кость геля к, время релаксации tR, степень релакса­
ции Л/( и равновесный модуль сдвига G '(p,t) зави­
сят от степени реакции р.
В качестве примера использования аппарата 
интегро-дифференцирования дробного порядка 
для вычисления механических свойств неоднород­
ных материалов можно привести работу [24], в ко­
торой представлены подходы к вычислению меха­
нических свойств вязкоупругих материалов. Так, 
например, такие параметры, как накопление и по­
теря податливости для дробной модели Максвелла 
(3) предложено вычислять по формулам
/ 1(ffl) = / 0+(^co“ r ‘cos^y-,
/ 2((o) = (tico“ )-1cos^y-.
Для дробного аналога стандартной линейной 
модели твердого тела (4) формулы комплексных 
модулей имеют следующий вид:
G, + (т“ -i-TfG,)®0 cos™  +т,ат > 2а 
l + 2 T > a c o s ™ + ( т 1а )2со2а
па.
G2(co) = -
(т“ - т ^ Х о 0 sin 
____________________z_







Сопряженные задачи биомеханики и биофизи­
ки. Актуальным и активно развиваю щ имся н а ­
п равлением  соврем ен ной  м еханики  является 
класс задач, который можно определить как со­
пряж енны е задачи биоф изики и биомеханики, 
вклю чаю щ ий задачи моделирования процессов 
массопереноса в биотканях, прочности биотка­
ней , м еханической  деф орм ации  и прочности  
биоинж енерны х протезов и т. п. Н апример, это 
процессы регенерации клеток, роста живой тка­
н и , п ер ем ещ ен и я  вкл ю ч ен и й  в д вухф азн ы х 
ф ракциях и т. д.
Описание самоподобных структур с помощью 
аппарата фрактальной геометрии расширяет воз­
можность использования математического аппа­
рата дробного интегродиф ф иренцирования при 
моделировании процессов «с памятью», «склон­
ных к регенерации», происходящих в сильно нео­
днородных, гетерогенных средах. К настоящему 
моменту фракталы достаточно активно использу­
ются при построении математических моделей 
биомеханики и биофизики [25—28]. Так, специаль­
ную группу составляют геометрические фракталы, 
используя которые можно определить свойства та­
ких самоподобных структур, как, например, кро­
веносные сосуды млекопитающих и человека, опи­
сать такие процессы , как рост трабекулярной 
кости, регенерация клеток печени и т. п. [25]. Д и­
намические фракталы относятся к отдельному типу 
и возникают при исследовании нелинейных дина­
мических биосистем [27].
В качестве примера можно привести модель 
перемещ ения внешней внедренной массы в био­
среде, построенной с использованием дробных 
производных Герасимова-Капуто и Римана-Ли- 
увилля [29]:
ec,D“e-aS  + W (x)S = -C S  + H{x,t), 0<<х <1, (11)
где Щ х) — оператор Ф оккера-П ланка и Н(х, t) — 
слагаемое, описываю щ ее изм енение внедрен­
ной массы.
Модель, описывающая процесс роста биотка­
ни при глиоме при рассмотрении биоткани как 
изотропной пористой среды с использованием 
дробной производной Римана-Лиувилля, выгля­
дит так [301:
, D"g = exp Zp X -g ( t)
g(t )
g(t), 0 < a  < 1. (12)
стояния биоткани от доброкачественной стадии 
до злокачественной. Так, в [30] описаны резуль­
таты исследования глиомы низкой (рисунок 2 а) 
и высокой степени (рисунок 2 б) злокачествен­
ности при следующих физических параметрах:
Р =  1,3 • 10-26 м3, А: =  1,30 • 10-23, Т=  298 К,
Ех =  30 кПа, Е2 =  40кПа.
Н а рисунке 3 (адаптирован из [30]) показано 
поведение изотропной функции роста g(t) при 
высокой (серый цвет кривой) и низкой (черный 
цвет) степенях злокачественности с различными 
значениями параметра масштабируемости. Ре­
зультаты получены на основе реш ения диф ф е­
ренциального уравнения дробного порядка (12).
Гетерогенная динамическая структура биоло­
гических мембран существенно усложняет мате­
матическое моделирование диффузионных про­
цессов в клетке. Так, например, высокая вязкость 
биослоя плазматических мембран существенно 
замедляет процесс латеральной диффузии как бел­
ков, так и липидов до субдиффузии [31]. Процес­
сы с наличием аномального режима (субдиффу­
зия, супердиф ф узия, пры ж ковая диф ф узия) в 
наноструктурах были выявлены при проведении 
опытов [32].
Здесь модуль Ю нга Е, постоянная Больцмана к 
и абсолютная величина Т  связаны между собой 
соотношением L  =  Е /(кТ ), X — упругость биотка­
ни. Величина параметра Р зависит от биохими­
ческих реакций изучаемого процесса.
М одель (12) характеризует поведение изот­
ропной функции роста g(t) и используется, на­
пример, для изучения изменения свойств и со-
* |
Рисунок 2 — Результаты исследования глиомы (адаптирован из [30]):








Рисунок 3 — Поведение изотропной функции роста g(t) 
при значениях (адаптирован из [30]):
а — а  = 0,25; б — а  = 0,5; в — а  = 0,75; г — а  = 0,9
Простейшая модель аномальной диффузии в 
одномерном случае, построенная на основе дроб­






2, 0 < р  <1. (13)
Вязкоупругие свойства артерий могут быть оп­
ределены путем проведения экспериментальных ис­
следований релаксации напряжений [28]. Изучение 
свойств вязкоупругости артерий способствует опре­
делению их биомеханической структуры и функци­
онального состояния.
В качестве примера можно привести модифи­
цированную дробную модель Кельвина-Фойгта (5), 
используемую для описания вязкоупругого состо­
яния артерий [33]:
0£»“е = —[r i^ - 10£>“о (/)+о  (/)-£ ,£ (/) ],
Е =
Ех + Е2
В работе [33] изложены результаты тестирова­
ния выписанной дробной модели вязкоупругости 
стандартного линейного тела (19) и показано, 
что такая модель более адекватно описывает ре­
альные процессы по сравнению  с «целочислен­
ной» моделью.
В работах [9, 34—36] показано прим енение 
дробных моделей вязкоупругости для реш ения 
задач клеточной биомеханики и тканевой  и н ­
женерии.
Математические модели деформирования ма­
териалов с учетом внутренней структуры. К ак уже
указывалось в предыдущих разделах, структура/ 
микроструктура среды сущ ественным образом 
влияет на характер ее деформирования и напря­
женное состояние (композиционные материалы, 
горные породы, мелкозернистые материалы, н а­
ноструктуры и т. д.).
Так, например, новые структуры в породных 
массивах могут ф ормироваться и проявляться 
при наступлении предельного состояния. Д е­
ф орм ирование такой  среды в дальнейш ем  во 
многом определяется образовавш ейся внутрен­
ней структурой. Очевидно, что в этом новом со­
стоянии связь между напряж ениям и и деф орма­
ц иям и  отлична от общ епринятой  в механике 
деформируемого твердого тела «классической». 
Следовательно, необходимы новые формы м а­
тематической записи соотнош ений между ком ­
понентами НДС тела.
Задача построения математической зависимо­
сти между компонентами НДС с учетом внутрен­
ней структуры представляется весьма актуальной 
для наноматериалов.
Следует упомянуть и такое новое направление 
в механике материалов, как создание принципи­
ально новых материалов, способных проявлять 
программируемые, нелинейные деформационные 
свойства, вплоть до получения адаптивной (при­
способительной) реакции на внешнее воздействие.
Как показано в предыдущем разделе, перспек­
тивным при построении механико-математических 
моделей поведения деформируемых твердых упру­
гих сред с учетом их внутренней структуры являет­
ся использование аппарата интегро-дифференци- 
рования дробного  порядка. П ом им о данного  
направления эффективным представляется вмес­
то «классических» построение «специальных» урав­
нений, связывающих компоненты НДС среды. Та­
кие уравнения могут быть построены, например, 
представлением среды в виде элементарных конеч­
ных элементов, поведение которых и связи между 
которыми описываются в свою очередь на основе 
установленных/принятых законов поведения (см., 
например, [37—39]).
На рисунке 4 в качестве примера представлены 
результаты сравнительного расчета деформирован­
ных форм балки из ауксетичного пеноматериала с 
отрицательным значением коэффициента Пуассо­
на и балки из изотропного упругого материала с 
близкими свойствами.
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Some developments for mathematical theory of modern mechanics
Classical development and the formation of some new modem branches in mechanics require continuous improvement 
and modification of mathematical models and methods to solve the model problems. In this article we consider some 
developments in mechanics and mathematical models for the description o f the mechanical state and different material 
behaviour and perspectives o f fractional calculus for the use in mechanics, and describe the conjugate biophysical and 
biomechanical problems, the mathematical models o f  material deformation taking into account their complex 
heterogeneous structure.
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